ALGORITMOS PARA EL CALCULO CIENTIFICO

Se denomina interpolacién, en el subcampo matemadtico del andlisis numérico, a la
obtencién de nuevos puntos partiendo del conocimiento de un conjunto discreto de
puntos.

Es decir, interpolar consiste en encontrar una funcién p(x), tal que en (n+1) puntos:
{x0, x1, ... ,xp}, ella y/o alguna de sus derivadas tomen valores dados. Dicha funcién se
denomina FUNCION INTERPOLADORA sobre el SOPORTE {x0, X1, e , X}

INTERPOLACION POLINOMICA DE LAGRANGE:

En analisis numérico, el polinomio de Lagrange, llamado asi en honor a Joseph-Louis de

Lagrange, es una forma de presentar el polinomio que interpola un conjunto de puntos
dado.

Ejemplo: se tienen los valores de las coordenadas espaciales (x) y la temperatura (F)

F;
e Donde:
Fy ! E, F; : son los valores de la
e F3 ° funcién que se interpola.
' ° ' x; : es el soporte de
; interpolacion (Stencil of
interpolation)
: X
X1 X2 X3 Xn
Siendo por lo tanto la funcion aproximadora de F;, verificandose asi que:
=F; siendoi=1,..,n.
Para que la interpolacion pueda realizarse, la funcién aproximadora debe ser un

polinomio. Es decir, una sumada de monomios.
p (x) =a; + axx +azx? + -+ ax"t + -+ a,1x™ : Polinomio de grado n

Donde va a ser de P(x): polinomio de grado menor o igual que n.
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Primer caso particular:

=aq + ax

F, Aplicacion de la definicion de
° interpolaciéon de Lagrange:
F'
F, /‘ {R(Xﬂ = F1} _ {a1 +axx, = F1} N
(S Z R(xz) = F;) lag +axx; = F
N P -F
: i ' = ay(xp-x1)=F, - F, = @y = ——
| | ! X2—X1
X1 x' X

F, —F Fix,— x1F,
a1=F1_a2X1=F1' .x1=>a1=—
X2—X1 X2—X1
Luego:
Fix,=x1F, F, — F
- +
X2—X1 X2—X1
Para x’
F’ = R(x’) = Fix,— x1F . F, = F1. ’
X2—X1 X2—X1

El polinomio se puede expresar también como:

- Al ser F; el valor de la funcién conocido en x; y F, el valor de la funcion conocido en x;:
=Ly (x) Fy + Lz (x) F,

Li(x) =

X—x2

X—x1

X1—X2

X xZ L ( ) Fl +
—_—; X) =
X1 — X2 2

X - %y } Luego,

X2 — X1

X2—X1 FZ
L{(x) y Ly(x) son polinomios de base de Lagrange.

Los polinomios de Lagrange son polinomios de grado n-1, cuando el soporte es de n puntos.
Ademas, los polinomios de Lagrange verifican:

1sixj = x; (esdecir,j =1i)
0six; # x; (es decir,j # i)

Li(xj) = Aij ={

— Delta de Dirac.
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Li(x)) ==22=1; Ly (x3) =222=0 1

X1—X2 X1—X2 »
X2~ X1 X1~ X1
L,(xy) = =1; L, (xq)= =0
2(x2) p— ; Ly (xq) pa—
0
x1 xZ

En los puntos de soporte {x;, x,} los polinomios de base de Lagrange toman los valores 1

0 0. En el resto de puntos, estos tomaran los valores determinados por el polinomio que
los defina.

X X2

R(x4) = F, +22F, = F,

-
X1—X2 X2—X1

R(xy) =22 F, +22 2 F, = F,

-
X1—X2 X2—X1

—  Segundo caso particular:

o o9
: Fs Grado 2
F, ®
F,_® v
A B
: P x, ¥
X1 Xz X3 .7'(,'1 .Xl'z X3 X1 i 9‘C3
Grado 0 Grado 1 ®
F,

Como tenemos tres puntos, el grado del polinomio interpolador es menor o igual
a dos. Puede suceder que los tres valores {F;, F,, F3} estén alineados formando
una linea recta. Esta puede ser constante, correspondiendo asi con un polinomio
de grado 0, o presenta una pendiente y ser de grado 1.

El polinomio interpolador, entonces, se podra obtener mediante:

1. Aplicacion de la definicién de interpolacién de Lagrange:

R(xl) = Fl a1 + ale + a3x]2_ = Fl
R(xy) = F, p ={a; + ayx, + azx? = F, ; Se resuelve obteniendo a,, a, y a.
R(x3) = F3 ay + ayx3 + azxi = F;
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2. Aplicacion de los polinomios de base:

Al ser F; el valor de la funcion conocido en x; y F, el valor de la funcién conocido
en x, y F5 el valor de la funcién conocido en x3.

=Ly (x) Fy + Ly (x) F+ L3 (x) F3

Li(y) = EoxX 29 _ Xoxp&-xy (X = x)(X = x3)
1(0) = (xl—xzxx = 120 = o e BB = e o
Luego:

S X)X mxy) o X)X mxs) o (X x)(X — %)

Cx) - x3) 1 ) xa) 2 T (ta—x1)(xa— x3)

L1 (xl) = 1, L]_ (xz) - O, L1 (x3) = 0
LZ (x1)=0,' LZ (xz) - 1, LZ (x3)=0
L3(x1)=0; L3 (xz) = 0; L3 (x3) =1

Ejemplo: conocemos los valores de las concentraciones de ciertas sustancias, F = (18,
12, 23), en los puntos x = (0, 1, 4’5). Se pide obtener la concentracidn,
aproximadamente, en el punto x=2.

1. Aplicacion de la definicion de interpolacién de Lagrange:

~ 18
R(0) = 18 a;+0+0 =18 n o

5
R(1) =12 ;= a, +a; +az =12 = a;taz=—-6=a; =——
R(4,5) =23 a; +4,5a, +20,25a; = 23 4,5a; +20,25a3 =5 = a3 = %

=2
Ri) =18 -2y 422252 Z-Zp  Rez)=18-30 24282 = &4

63 63 63
2. Aplicacion de los polinomios de base:

(X —1)(X =4,5) . (X -0)(X - 4,5) x-0x-
Li(x) = (0-1)(0-4,5) ’ L(x) = (1-0)(1-45) ' Ls (x) = 45-0)(45- 1)
Luego:
_ _ =2

R()—(X -1)(X —4,5) 18 — X (X — 4,5) 12+x(x 1)23 X R(2) = 634

4,5 3,5 15,75
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Generalizacidn de los polinomios de base: R(x) =L (x) F; + Ly (x) Fo+...+ L, (x) F,

Li(x) = (x=21) (Xx=%2).(x=2%_1) (X=X 41) .(x—%p) =>[Li(x) _ H}l:1 xX—xj Q=1 ---,R)J

(xj=x1) (ci—2x2) .. Oci=x3—1) (X=X 41) . (X —XR) i Xi—Xj

A

_rT'l_ ORGANIGRAMA: R(x) = 11t o F; (L; (x)
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ACLARACION: Si dicen INTERPOLACION DE LAGRANGE, nos estdn diciendo que el
A polinomio y la funcién son iguales en los puntos de soporte. Si aparecen derivadas,
entonces es INTERPOLACION DE HERMITE.

Ejercicio de asimilacion:
De una funcion se conoce el valor que toma en un punto b y su primera derivada. Ademas,
tambien se conoce el valor que toma en c y su primera derivada. Queremos determinar el
polinomio interpolador.

f(b) = R(b)

f'(b) =R’ (b) Como las condiciones dadas son 4, el grado del polinomio
f(c) =R (c) interpolador sera 3 o menos.

f'e)=R" (o)

R(x) = a; + ayx + azx? + a,x3
R’ (x) = ay +2a3x + 3a,x?
R(b) = f(b) = a,+a,b + azb? + a,b?
R’ (b) = f' (b)Y = a, +2asb + 3a,b? Resolver el sistema de

R(c) = f(c) = a; + ayc + azc? + a,c® ecuaciones
R’ (c) = f' (c) = ay +2asc + 3a,c?
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