Ajuste por minimos cuadrados

En el ajuste por minimos cuadrados, los datos de partida son un conjunto de puntos que
forman la denominada “nube de puntos”. El objetivo de este ajuste es obtener una funcién
que marque la tendencia de la nube de puntos. La funcién puede ser de tipo exponencial,
logaritmica, potencial, trigonométrica o polinébmica. En el caso de ser polindmica, podemos
elegir el grado del polinomio: primer grado (linea recta), segundo grado (parabola) o grado
superior.

Para comenzar el ejercicio, debemos elegir de entrada el tipo de funcién que vamos
a emplear para el ajuste. Para ello, debemos analizar la nube de puntos y buscar el
patrén de funciéon que mas se ajuste a ellos. jOjo!: En ajuste por minimos cuadrados
la funcién aproximadora no esta obligada a pasar por todos los puntos del soporte, al
contrario que en otros tipos de ajuste como la aproximacién de Lagrange. Por tanto,
el tipo de funcion o el grado del polinomio no estan determinados por el nimero de
puntos del soporte

NOTA: si elegimos como funcién para el ajuste el polinomio de primer grado (linea
recta) obtendremos la recta de regresion (recta azul de la Imagen 1).
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Imagen 1. Recta de regresion de la nube de puntos

El ajuste obtenido con la funcién sera mejor cuanto menor sea la distancia entre los
puntos de la nube de puntos, y los puntos de la funcidon representada. Dicha
distancia se considera como un error en el ajuste.

El objetivo es: minimizar la distancia entre la ordenada (valor en el eje y) de un
punto de la nube de puntos y la ordenada del punto con la misma abscisa en la
funcién representada. Es decir, para un mismo valor de x (por ejemplo, 1°’5), se
pretende minimizar la diferencia entre el valor que toma la x en la nube de puntos
(por ejemplo, 0’5) y el valor que toma en la funcion representada (por ejemplo, 0’1).
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Imagen 2. Representacion de la diferencia entre el punto

- ¢Por qué se toman minimos cuadrados? Puesto que el objetivo es minimizar la
distancia entre dos puntos, al elevar al cuadrado dicha distancia, la diferencia es
mucho menor. Esto es debido a que las distancias suelen ser menores que la
unidad. Tomando como ejemplo los datos anteriores, la diferencia entre los puntos
es 0’4 (0'5-0'1=0’4). Sin embargo, si elevamos al cuadrado cada valor, la diferencia
obtenida es 0’16 (0,4?).

- Distinguimos entre 2 casos: el caso lineal y el no lineal. Sin embargo, cabe destacar
que el caso lineal es una particularizaciéon del caso no lineal (cuando m=1) . Los
estudiamos por separado para que sea mas sencillo asentar los conceptos.

Ajuste por minimos cuadrados. Caso lineal

En este caso, la funcién empleada es un polinomio de primer grado. La ecuacion de la recta
sera: y=a+bx [donde a es la ordenada en el origen y b es la pendiente de la recta].
Buscamos determinar los coeficientes ay b

Con un solo punto la féormula seria la siguiente:

d=y;- (atbs))

(d)’= (y,-(a+ brs; )

Pero como buscamos hacerlo para n puntos debemos aplicar un sumatorio
n

()’ =f(a,b) = Sy~ bs)’

Queremos minimizar f (a, b). Para ello aplicamos el procedimiento de derivar e igualar a
cero como en los problemas de optimizacién. La unica diferencia es que la funcién depende
de dos variables, por lo que derivamos parcialmente respecto a cada variable.
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Si seguimos operando (multiplicamos por -1 en la ecuacion 1y por s; enla 2y
despejamos):

1 —(a+bs)—1]=0 na+bnS-:n ;

) ,;[(y" ( A ,; ,; / J;yj NOTA: el sumatario de una suma es la
2 (. — +bs)(—s) =0 suma de sus sumatorios

) j;[(y, (a+bs;)(=s))] +

; as;+b ; 5. = ; S
TenthIer =Ty

iOjo!: No puedo sacar factor comun de s; y sacarlo del sumatorio, pues depende de la
variable j

1) na+b¥[s;]1=%
j=1 j=1

“ N P NOTA: para resolver el sumatorio de una
2) a}, 8§; b Z(Sj) = Z(V,S,) '
j=1 j=1 j=1 constante a, basta consumar la constante n
veces, o que equivale a na.

A continuacién, con el fin de simplificar la ecuacion, nombramos a los sumatorios con la
siguiente nomenclatura:

SX=)'s; SY=)y; SX2=)(s); SSY=)(y,s)
j=1 j=1 j=1 j=1

Con la nueva nomenclatura y las dos ecuaciones del apartado anterior, podemos construir
el sistema:

[ na+bSx=8Y |
|aSxX +bSX2 =SSY|



Tenemos dos ecuaciones para obtener a, b mediante el método de CRAMER

bSx =
na+bSx =S8Y 1c>A-z:F; i n Sx = a Fo SY
aSX +bSX2 = SSYI Sx SX2 b SSY

n Sx

D= Sy SX2 =n-SX2 - (Sx)?
SY Sx
a:SSY SX2:SY-sz—SX-SSY:SY-SXZ—SX-SSY
D D n-SX2 - (Sx)?
n 38Y
b=8x SSY‘=n-SSY—SX-SY=n-SSY—SX-SY
D D n-SX2 —(Sx)?

Teniendo en cuenta nuestra nomenclatura, podemos representar las ecuaciones de los
parametro a y b de la siguiente forma:

SX=Y's; SY=Dy; SX2=>(s,)5 SSY=D.(y;s)
= j=1

=t

_ na+bSx=S8SY
aSX+bSX2=S8SY

a= 2
j=1 =1
L Ji(yl SJ)_iSJ 'iyl
b= F! ol
n g(sj)z—{r_‘z!s]
r(x)=a+bx

En la pagina siguiente proponemos un organigrama para el calculo de los coeficientes
de la recta de regresién, siendo ‘s’ un vector de n componentes que contiene las abscisas
de la nube de puntos e ‘y’ otro vector de n componentes con las ordenadas de la nube de

puntos:
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SX=0 SY=0
5X2=0 SSY=0
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SX=SX+S, SX= SY+y;
SX2=SX2+(S;)> SSY=SSY+y, S

-
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a=(SX2-SY — SX-S5Y)/[n-SX2 — (SX)?]
b=(n-SSY — SY-SX)/[n-SX2-(5X)?]




Caso no lineal. Polinomio de grado M

Un polinomio de grado m, tendra m+1 coeficientes: P(x)=a0+a1x+a2x2+...+amx’". Por
ejemplo, si un polinomio es de grado m=2, tendra tres coeficientes: el término
independiente, el término multiplicado por x y el término multiplicado por x°.

Puesto que hay m+1 coeficientes, para poder ajustar la funcion haran falta m+1 ecuaciones,
una por cada coeficiente del polinomio.

Asi, en este caso, la formula de ajuste de minimos cuadrados seria:

n

=Y (0~ P(s))

flag,a,,....an) =

IM=

Si escribimos la ecuacién anterior en funcion de cada coeficiente del polinomio obtenemos:

SL, - 3 a3
= =i

donde n es el numero de puntos en la nube y m es el grado del polinomio.

Si desarrollamos el sumatorio de los coeficientes del polinomio obtenemos:

Zak xk—ao-i-als ta,s; +a3s3+ -t aps™
k=0

Igual que en el caso lineal, para conseguir el minimo error, debemos derivar la funcién
respecto a cada uno de sus términos e igualarlo a cero. Por ello, se debe realizar la
derivada parcial de la funcién respecto a cada término (se trata de un proceso analogo al
que seguirias si resolvieras un problema de optimizacion para calcular el minimo valor de
una funcién)

£ =2 zw (o +ay5; + ..+ as;™))(= D] =

L2 Ty (0 s+ ans N ()] =

=2 zw (o +ays; + oo+ s (5)™)] = 0

A continuacién, despejamos las ecuaciones:

n

Z (a0+a1s +. +amsm)_ > Vi
J=1 Jj=1

n n
2 m+ly — .
jgl (aps; tays =+ ...+ a,s™") /; (s; yj)



n n
Y (@08 a5+t "= T (59))
J=1 J=1

n
Z(ao M ags +am52’")—2 (s;°%,")

Por ultimo, podemos representar el sistema de ecuaciones mediante una ecuacion matricial
para simplificar la expresion y facilitar la deduccion de las féormulas necesarias para resolver
el algoritmo de ajuste por minimos cuadrados en un caso no lineal. La ecuacion matricial
sera de la forma AX = b donde:
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Para obtener cada término de la matriz de los coeficientes podemos emplear la siguiente
férmula de sumatorio:

Alin] = 3 s 0VED = 3 g2 (=21, m+1) (k=1,...,m+1)
J=1 Jj=1

donde i representa el numero de fila, k el numero de columna y el sumatorio en j sirve para
hacer el calculo en los n puntos

Para obtener cada término de la matriz de los resultados (matriz b) podemos emplear el
siguiente sumatorio:

bl = X sV
I=|

donde i representa el numero de columnas y el sumatorio en j sirve para hacer el calculo en
los n puntos



En la siguiente pagina se muestra el organigrama para obtener este sistema de
ecuaciones a partir de la matriz.
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