AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS (Calculo cientifico)

El ajuste por minimos cuadrados en un procedimiento que pertenece al andlisis
numérico. Asi, se parte de un conjunto de valores (x,y) para intentar determinar la funcién
continua que se aproxime mejor, es decir, que se ajuste a los datos propuestos (linea de
regresion).

Para obtener la expresién general, nos basaremos en la ecuacién de una recta:
y=mx+b
donde m es la pendiente y b el punto de corte con el eje de ordenadas.

()" = (y,- —(a+b- SJ))Z

Yj

R(x) =a+ bx

dj : distancia cuyo cuadrado se
minimiza, es decir, la distancia entre el

o
' dj
punto y su correspondiente valor en la
funcién de aproximacion

Figura 1: Representacién de dj

a+b-sj

COMENTARIO SOBRE DERIVADAS PARCIALES

Al derivar una funcién que depende de varias variables, hemos de utilizar
DERIVADAS PARCIALES, es decir, derivaremos la funcidon respecto a cada variable de
forma independiente, tomando las otras como constantes.

Ejemplo: f(x,y,z) = x>+ 2y —z

O = 2x+0+0=2x
dx

F—o4+2-0=2
oy

S —0+0-1=-1
0z
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AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS: CASO LINEAL (Recta de regresion)

Tras lo visto anteriormente, definimos una FUNCION de DOS VARIABLES:

n
f(a,b) = Z d} :%(Yj —(a+b-sp))? n es el nimero de
=1

j=1 puntos que nos dan

+ CALCULO DEL MINIMO DE f(a, b):

Derivamos e igualamos a 0 (como en nuestro caso es una parabola, solo hay un
punto donde esto se cumple, por lo que luego verificaremos que es un MINIMO).

of
QO 2;[@,- ~(a+b 51| =0

a n
0 I- 210y @+ - 9-s)] =0

Como queremos despejar _ay b, extraemos todas las componentes que no
dependan de ellas, como, por ejemplo, la y;:

n n n @ L
c Z(a+b'5j):ZYj Za"‘bzsjzzyf El 2 de la expresion
j=1 Jj=1 j=1 j=1 j=1

anterior se ha

n n simplificado
O Do =)0
= =

Ahora, extraemos las constantes:
* Laaserepiten> (a; + ajz1 + -+ ay)
* La b del sumatorio, como en la expresion b Z7=1 Sj

Por lo que las expresiones resultantes son:

n n

G n-a+b25j=2yj
j=1 j=1

n
O -

S]+b
1 j

(51)2:
1 j

- sp)
1

n
] -

n
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Asi, hemos conseguido el siguiente SISTEMA DE ECUACIONES:

— p—

n n
“ n-a+b. Sj:zyj Sistema con:
- n S0 - DOS ECUACIONES y
DOS INCOGNITAS
e a) si+b ) (s)*= Z(yj )
= = =

Debemos calcular ay b, por lo que simplificamos las expresiones para que nos
sea mas facil operar. De esta manera:

n n n n
SXEZS]- SYEZyj SX2 EZ(S]-)Z EZ(yj-sj)
j=1 j=1 j=1 j=1

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones n-a+b-SX=SY
queda de la siguiente manera: a-SX+b-SX2 =

Resolveremeos el sistema por la REGLA DE CRAMER, aunque se puede resolver por
cualquier medio conocido.

El primer paso es escribir el sistema de forma matricial:

A-X=F
A= lo que multiplica a la
SX Sy ecuacion
n _|a X= incéenit
A= X = incognitas
(5% sx2) b d

F=términos independientes

Calculamos el determinante (D) de A:

D n SX

= |5 SX2|:n-SX2—(SX)2
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Una vez hemos hallado el determinante D, CALCULAMOS LAS INCOGNITAS ay b :

| SY SX En el numerador ponemos el
a= DSXZ _ %(SY .SX2 — SX - ) determinante D, pero sustitg\{/endo los
términos independientes SXY en: la
| n SY | L primera columna en el caso de a, y en
b= SXT = E(n . —SX - SY) la segunda columna en el caso de b.

Una vez halladas las incégnitas, recuperamos las componentes que habiamos
simplificado con los términos:

n n n n
SXEZS]- SYEZyj SX2 EZ(S]-)Z EZ(yj-sj)
j=1 j=1 j=1 j=1

2
_ZjiY j=1(s)” =X s - 2jaa - )

-3 (s) = ey s)?

1
a =7 (SY-SX2 — SX - SXY)

1 n- 7.1'_ L. G) — T_l_ S: - 1'.1__ ]
b=5(n. _SX'SY)z Z]—l(y] ])2 Z]—l Ji Z]_ly]
n- X (s)” — Chys)?

Tras obtenerlas, sustituimos los valores en la ecuacidn general de la recta y
obtenemos la siguiente RECTA DE REGRESION:

R(x)=a+b-x==(SY SX2—SX-SXV)+=(n- —SX-SY)-x

Es decir: R(x)=a+b-x
= 2j=1Yj ’Z?=1(Sj)2 —Xj=18i 2=y - s)
n- Z?=1(5j)2 - (2%, Sj)z
+ n X0 5) — Xjer 5 - X Yy ‘X
n- B (s)” = Xy )?
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EJERCICIO DE ASIMILACION: Realizar un ALGORITMO PARA EL CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE
LA RECTA DE REGRESION Y LOS VALORES QUE TOMA EN UNA SERIE DE PUNTOS DADOS:

* Un vector s de n componentes que contiene las ABSCISAS de la nube de puntos

* Un vector y de n componentes que contiene las ORDENADAS de la nube de puntos

* Unavariable L

* Unavariable p

1) CALCULAR los coeficientes a, b
2) OBTENER los valores que toma la recta de regresidon en los puntos dados por un
vector x cuyos valores sean equidistantes (con p componentes) en un intervalo [0,L].

RESULTADO:

°ab

e Un vector r que contenga los valores de la recta de regresiéon en cada punto
almacenado en el vector x

Partimos de las expresiones propuestas anteriormente correspondientes a los
sumatorios, las cuales inicializaremos a 0 en el algoritmo para guardar en ellos los
sumatorios:

n n n n
= = = 2 = . g,
ORGANIGRAMA:
? 1. No metemos x porque son los
valores a calcular
//// s,y,n,p,L //// "ﬂ'
v

SX=0; SY=0; SX2=0; SXY=0; 2. Inicializamos los sumatorios

x=0; r=0, h=L-0/(p-1) e anteriores, el vector r y la distancia

h entre los puntos equidistantes del
intervalo [O,L]

i SX=SX+s[j]
5 SY=SY+y[j]
| SX2=SX2+s[j]"2
i =SXY+y[j]-s[j] 3. Cerramos el bucle una vez que
! los sumatorios estan calculados; si

___________ e no, seguiria corriendo.
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SY -SX2 —SX-SXY e 4. Calculamos los valores de ay b,
= donde empleamos los sumatorios que
n-SX2 — (5X)? yg hemos calculado. ;
n-SXyY—5SX-.SY
 n-SX2—(5X)2
5. Abrimos un nuevo bucle para
Y e particularizar en cada punto.

S I =1,p
! A En el cdlculo del vector x ponemos 0 porque es el
i _____________ ____ extremo izquierdo del dominio del intervalo [0,L].
| x[i] :®+ i—-1D-h Si, por ejemplo, fuera [3,L], pondriamos 3 en su
 |Lrlil=a+b-x[i] } lugar.

Una vez hemos calculado el valor de x, podemos
usarlo en la ecuacidn de la recta de regresidn y asi

" abrx S hallar r[i].

Boceto de representacion grafica para n=4 y p=3.

(52,¥2)

”

® (53,)3) T3

(51'3’1). n @ (541 Y4)

/7"1

n=4

v

p=3 m2/2020



AJUSTE POR MiINIMOS CUADRADOS: CASO NO LINEAL

En este caso, realizaremos el ajuste
por minimos cuadrados mediante un
polinomio de grado m (m siendo un ndmero
natural cualquiera), es decir:

P(X)=a0+a1-x+a2-x2+...+am,xm

n = numero de puntos en la nube de
puntos ao+a1si+..‘+amsjm 3

-> grado del polinomio buscado (el
gue se ajusta a los puntos)

S,
J

[CREOIE 3105 D ()

j=1 j=1

n

n
f(aO; a, ap, '--;am) = Z d]2 =
=1

De este modo, y de forma analoga al desarrollo anterior, las derivadas parciales
seran las siguientes (una por cada valor de a):

n
F(@0, @1,z ey ) = ) [0 = (@0 + @y -5+ @z - 57 + -+ @y - 5]

j=1
n

d

%= ZZ[(yj —(ap+a;-sj+ay-sf+ ---+am-s]m)) (-D]=0

0 =

n

of

a_al = ZZ[(yj = (ao +a,-sj+a, -sjz + -+ am-s]m)) : (—sj)] =0

n
of
— = ZZ[(yj —(ap+ay-sj+ay St sjm)) . (—(sjm))] =0
Asi hasta llegar a la expresidn genérica con el término a,,.
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Ahora, de forma analoga al desarrollo del caso lineal, despejamos las componentes
que no dependan de las incégnitas:

n n
Z(ao +a;-sj+asf + ot ay-st) = Zy,-
j=1

=1

n n
Z(ao csjtaysP+as} + ot a5 = Zy]- - S
=1 =1

n n
Z(ao stHag st +agst ot an - s?) = Z ;- st
j=1 j=1

n n

m m+1 m+2 2mY\ _ L cm
Z(ao s+ ay s+ ap st a5 —Zyj s]
=1 =

Asi, de las expresiones anteriores, obtendremos un sistema de ecuaciones conformado
por m ecuaciones y m incégnitas (por a,;,):

n n n
n-ap+a si+a s?+-+a si"
0 1 J 2 j m j
j=1 j=1 ]=1

j=1 j=1 j=1 j=1
n n n n
2 3 4 m+2
aOZS] +a125j +aZZS] + +amZSJ
j=1 j=1 j=1 j=1
n n n n
m m+1 m+2 2m
G P ra Y e Y et an s
j=1 j=1 j=1 j=1
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Para concluir, pasamos la expresidon a forma matricial donde encontraremos una
matriz de datos, un vector de incognitas y un vector de resultados:

S-a=B=
T Tt 9 n 3 Tn m n
n Z SJ‘ Z S] Z 8_’,' Z 'SJ Z y]
Jj=1 Jj=1 J=1 J=1 J=1
En: s 2”: &2 zn: &3 En: o Z": gl Z”:

i j j 2. 8; j ag Yis;
A o ar o
e te ne ne St | w || Su
I S o as o

+3
PEED LD LI >E B oF 2 L Rl I ot
7=1 j=1 7=1 i=1 j=1 an, j=1
& m+1 n. m+2 & m—+3 2
> 8T E > s > s gem y;sT

r
[
Il
—
o
Il
—
w
Il
—_
[
I
—
.
Il
—
~—
el
[
|
—_
o
~——

\

Términos
Datos Incégnitas independientes
De esta manera, la matriz S de datos responde a la forma §; = ?:1 s;:”‘_z en el

que (i=1,..m+1;k=1,...,m+ 1), mientras que el vector b de términos
independientes responde a b; = Z}’(s}"l -yj) siendoi = (1,..,m+ 1).

EJERCICIO: Realizar un algoritmo para obtener la matriz S y el vector b vistos anteriormente,
Se dan los vectores s e y, asi como los valores de m y n.

9

©

Resolucion en la siguiente pagina
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;1 ORGANIGRAMA PSEUDOCODIGO

? Inicio del pseudocddigo
Leers,y, m, n

/ s,y, m,n / Inicializar $=0; b=0
A

A4 Paraidesdelam+1
Para k desde 1 a m+1
$=0, b=0 I Parajdesde lan

y

Hacer S[i, k] = S[i, k] + sj"”‘_z
Fin del bucle en j

= mmmo- i=1m+1 Fin del bucle en k

| Parajdesdelan

i l I Hacer b[i] = b[i] + Sji_l *Yj
! Fin del bucle en j

i + Findel bucle eni
i l Escribir S, b
| Fin del pseudocddigo
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