INTERPOLACION POR TRAMOS DE PRIMER GRADO

Cuando tenemos que aplicar la interpolacion a un soporte que tiene muchos puntos, encontramos
gue con los métodos habituales obtenemos un solo polinomio de un grado muy elevado. Este
polinomio es oscilante, por lo que generalmente nos proporciona un valor interpolado erréneo y
no nos resulta util.

En estos casos, aplicamos la interpolacion por tramos, que consiste en dividir el soporte en
pequefios subintervalos y calcular los polinomios de base en cada intervalo. Los dos tipos
principales de interpolacion por tramos son la de primer grado (en la que nos centraremos en estos
apuntes) y la de segundo grado.

En la interpolacion por tramos, tendremos que calcular las funciones de base, que son
equivalentes a los polinomios de base, una para cada punto. Siguiendo con la definicion de
funcidn de base, debe tomar como valor 1 si el valor interpolado coincide con el punto del soporte
para el que calculamos la funcién de base, y 0 para el resto de puntos del soporte. Al ser de primer
grado, las funciones seran rectas entre los puntos consecutivos del soporte; es decir, los
subintervalos estardn compuestos por dos puntos. Representdndolo graficamente:
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El calculo de las funciones de base es muy sencillo, y se corresponde con el calculo de los
polinomios de base, teniendo en cuenta que las funciones de base en este caso tendran grado 1.
Las funciones de base estan definidas por tramos, para que podamos especificar que valen 0 para
cualquier otro punto del soporte; como vemos, las funciones de base se obtendran de manera
diferente si se trata de un punto interno del soporte o si es el punto inicial/final.

Tomando el valor para el que interpolamos como x, las funciones de base son:

Para el punto inicial:
X=X -

p1(x) = | —2 siXx€E[xy, X2
X1—X2

0 siXé€][xyX]



Para el punto final:

X—Xn— -
on(x) = =L Si X € [Xn-1, Xn]
Xn=Xn-1
0 SiX€&[Xn1, Xa] _ . . .
En el caso de un punto intermedio, tenemos que definir la funcién
Para un punto intermedio cualquiera, i: como 0 si el valor para el que interpolamos est4 comprendido entre
[ e ) el punto por debajo y el punto por encima; y otras dos ramas, una
1— H ,
@i(x) = i, Si X € [Xiq, X para cuando esté entre el punto del soporte que estamos tratando (x;)
y el punto por debajo, y otro para cuando esté entre el punto x; y el
1 =22 i x € [xi, Xie] punto por encima
Xi=Xi+1
0 Si X & [Xi-1, Xi+1]

Para obtener el valor interpolado, simplemente tenemos que multiplicar el valor obtenido de la
funcidn de base de cada punto por el valor conocido que toma la funcién en dicho punto. Es decir,
la funcion U también estara definida por tramos, y cada rama se obtendra multiplicando f; - ¢;.

Este planteamiento nos resulta muy Gtil cuando lo que queremos hacer es el algoritmo que nos dé
un vector phi que contenga los valores de las funciones de base y una variable U con el valor
interpolado. Sin embargo, puede resultar un poco raro aplicarlo a un ejercicio en el que no tenemos
que hacer algoritmos sino calcular. Por ello, mas abajo os explicamos como debe hacerse un
ejercicio de interpolacion por tramos si lo que queremos es el dato numérico:

* Obtenemos la expresion de cada funcion de base.

a) Siestamos usando el primer o el Gltimo punto del soporte, la funcién tendra dos ramas. Una
de ellas se obtiene como E, donde b es el punto del soporte para el que estamos calculando
la funcidn, que coincide con uno de los limites del intervalo, y a es el otro limite del
intervalo (el segundo punto de soporte si es la primera funcion, o el penultimo punto si se
trata de la ultima funcién), y se aplicara cuando x (el valor interpolado) pertenezca al
intervalo [a,b], y si no pertenece la funcién vale 0.

b) Si estamos usando un punto intermedio del soporte, la funcion tendra tres ramas. Una se

obtiene como E, donde b es el punto de soporte para el que calculamos la funcién, y a el
anterior punto de soporte (el que queda a la izquierda en una representacién grafica), si X
esta dentro del intervalo [a,b]; otra se obtiene como %, donde b sigue siendo igual que en

la anterior rama y c el siguiente punto de soporte (el de la derecha), si x esta en el intervalo
[b,c]; y la Gltima es 0, cuando x no pertenece a [a,c].

Mi recomendacion es sustituir por el momento solamente a, b y ¢, y obtener TODAS las
funciones de base (una por cada punto), indicando también sus intervalos.

* Multiplicamos cada funcion de base (todas sus ramas) por el valor conocido de la funcién del
enunciado en cada punto.

* Agrupamos aquellas ramas de las funciones de base (ya multiplicadas por el valor de la

funcién) que tengan los mismos intervalos, y las sumamos. Escribimos la funcion polinémica
U, cuyas ramas seran dichas sumas, y escribimos también los intervalos.



* Vemos cudl es el valor que queremos interpolar y a qué intervalo de la funcion U pertenece;

SOLAMENTE lo sustituimos en las x de la rama de U con dicho intervalo. El valor resultante
serd el valor interpolado.



ALGORITMO PARA LA INTERPOLACION POR TRAMOS DE PRIMER GRADO

Aqui se propone el algoritmo para obtener el vector phi, que contiene los distintos valores de las
funciones de base para un valor interpolado t (para el que queremos aproximar el valor de la
funcién, y la variable U, que contiene el valor interpolado para dicho punto t. Es recomendable
repasar primero los apuntes de interpolacién antes de enfrentarse al algoritmo.

Tenemos que inicializar a 0 tanto la
variable U (pues se obtiene a partir de
un sumatorio) y al vector phi.

Si x[1]<=t AND No

phi[1]=(t-x[2])/(x[1]-x[2])
I

t<=x[2]

-

phifi]=(t-x[i-1])/(x[i]-x[i-1])

t<=x[i]

x[i-1]<=t AND

Si

x[i-1]<=t AND
t<=x([i]

phili]=(t-x[i+11)/(x[i]-x[i+1])

phi[n]=(t-x[n-1])/(x[n]-x[n-1])

Conviene separar el primer y ultimo
elemento del vector phi pues no se
obtienen de la misma manera

Dado que phi almacena los resultados
de las funciones de base, que estan
definidas a trozos, con las estructuras
condicionales nos aseguramos de que
phi[i] valga 0 (como ya hemos
inicializado) si t no esta comprendido
en el intervalo correspondiente a cada
funcidn de base

U=U-+i]*phi[i]

Finalmente calculamos el valor de U
sumando la multiplicacion del valor de
cada funcion de base por el valor que
toma la funcion en cada punto de
soporte



INTERPOLACION POR TRAMOS DE SEGUNDO GRADO

En este caso dividiremos el soporte en intervalos de tres puntos, y las funciones de base tendran
grado 2, es decir, seran
parabolas.

El nimero de subintervalos
se calcula como (n-1)/2, y
| - por tanto, es posible ver
Xy X, t X3 que para esta interpolacion
es necesario tener un
ntmero impar de puntos de
I, . *1s ~ soporte. Por ejemplo, con
I, N T ' un soporte de 7 puntos se
3 formaran 3 subintervalos.

Las funciones de base cumplen las mismas condiciones que antes; poseen valor 1 en el punto de
soporte al que estan asociadas, y O en el resto de puntos del soporte. ES necesario tener en
cuenta la posicién del valor t para el que queremos interpolar dentro del soporte. Por ejemplo, si
t esta en el primer intervalo, tendra un valor para phi[1], phi[2] y phi[3].
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Tanto el primer como el dltimo punto del soporte tienen
funciones de base distintas:
Para el primer punto:
i i 1
v —1 , X—X; X—X
X4 Xy X, X, p1(x) = szle—_xzx € [X1, Xq]

0 X & [X1, X3]



Para el Gltimo punto:

X—Xn—2 X~ Xn—1

h X X
(pn(x) = X E [Xn—Z, Xn] :I;J_ :l:i__: P X

Xn=Xn-2 Xn=Xn-1

0 X & [Xn-2, Xn]

Para el resto de puntos, es preciso comprobar si son puntos “internos” del intervalo, como Xz, 0
puntos que conectan intervalos, como Xs, pues la funcion de base asociada a cada uno de ellos
serd distinta.

Para el primer caso, las funciones de base alcanzan su méximo valor (1) en un punto intermedio
del intervalo y no en sus extremos. En este caso, la funcion de base correspondiente tendra dos
ramas, y se obtendra como:

X—Xij_ X—Xj
@j(x) = | == —L= X € [Xj1, Xj+1]

x]'—x]'_l xj—x]-+1

0 X & [Xj-1, Xj1] |

j=2,n-1, 2. X

El primer punto para el que se aplica seria el segundo (el primero esta calculando previamente),
y a partir de ahi, los siguientes puntos “intermedios” son el Xs, Xs..., €S decir, con un incremento
de 2, y el ultimo punto para el que se obtiene es el x,-1 (ver dibujo).

En el caso de los puntos intermedios, es importante ver que tendran tres ramas, una para el
intervalo que cierran, otra para el que abren y otra con valor O si el valor para el que
interpolamos no esta contenido en ninguno de los dos intervalos. Su funciéon de base se
obtendria como:

$i(x) =| TS T X E D ]
L -2 L -1 1.:‘.-.
X—Xi mx (= [Xil Xi+2]
Xi=Xi+2 Xi=Xi+1
0 ¢ [ ] ;l-l_.__.--:' : ':-l-._._._.--l“- 1
X Xi-2, Xi+2
:':-4,-1-_ Kiea Xy :"r'h.l-i Kisr X
i=3,n-2, 2 .

El primer punto para el que se aplica seria el tercero, y a partir de ahi, para xs, x7... (al igual que
antes, con un incremento de 2). El tltimo punto para el que nos serviria seria el Xn, pues es el
Gltimo punto que conecta intervalos (ver dibujo).



IDEA DEL ALGORITMO

Este algoritmo es algo mas complicado que para las funciones de base de primer grado, asi que
se propone el pseudocédigo para facilitar la realizacion del algoritmo.

Empezaremos calculando el vector phi, que contiene los valores de las funciones de base
asociadas a cada punto, para después calcular el valor interpolado U, que se obtiene como el
sumatorio Y/~ phi; - f;. Los datos conocidos seran t (el valor para el que queremos interpolar),
el vector x, que contiene los puntos del soporte, n (nimero de puntos del soporte), y f, vector
que contiene los valores de la funcion para los puntos del soporte.

Datos: n, f, x, t
phi=0
Si x[1]<=ty t<=x|[3]
‘ phi[1]=(t-x[2])* (t-x[3])/((X[1]-x[2])* (x[1]-x[3]))
Fin condicion
Si x[n-2]<=ty t<=x|n]
‘ phi[n]=(t-x[n-2])*(t-x[n-1])/((x[n]-x[n-2])*(x[n]-x[n-1]))
Fin condicion
Parai=2,n-1, 2
Si x[i-1]<=t <=x[i+1]
phi[i]=(t-x[i-1])* (t-x[i+1])/((x[i]-x[i-1])*(x[i]-x[i+1]))
Fin condicion
Fin bucle
Parai=2,n-2, 2
Si x[i-2]<=ty t<=x[i]
phi[i]=(t-x[i-21)* (t-x[i-1])/((x[i]-x[i-2])*(x[i]-x[i-1]))
si no, si x[i]<=ty t<=x[i+2]
phili]=(t-x[i+2])* (t-x[i+1])/((x[i]-x[i+2])*(x[i]-x[i+1]))

Fin condicién

Fin bucle

U=0

Parai=1, n
U=U-+phi[i]*f[i]

Fin bucle

Escribir phi, escribir U



ALGORITMO INTERPOLACION POR TRAMOS DE SEGUNDO GRADO

Empezaremos inicializando el vector
phi (que contiene el valor de las
funciones de base en el punto de

interpolacion) y la variable U (resultado
de la interpolacién) a 0

Las funciones de base del
primer y ultimo punto se
calculan de forma distinta y
por ello los separamos

X[1]<=ty t<=x[3]

\ 4

phi[1]=(t-x[2])* (X [D/((X[1]-x[2])*(X[1]-x[3])

n: numero de puntos de soporte
X: vector que contiene el soporte
f: vector que contiene el valor de la
funcidn en los puntos de soporte
t: valor para el que queremos interpolar

NO

Como phi ya esta
inicializado a 0, no es
necesario especificar que si
t no pertenece a cada
intervalo la funcién de base

" philn]=(t-x{n-2])*(t-x{n-LD/((nl-x[n-2])*(x{n]-x[n-11)

Crearemos un bucle
especifico para calcular las
funciones de base de los
puntos “internos” del
intervalo

vale 0

NO

phili]=(t-x[i-11)*(t-x[i+1])/((x[i]-x[i-1])*(x[i]-x[i+1]))




Otro bucle sera para los puntos del
soporte que conectan intervalos entre si.
En este caso, la funcion de base tendra
dos ramas, una para t comprendido entre
x[i-2] y x[i], y otra para t comprendido
entre x[i] y x[i+2]. La otra (0) no es
necesario ponerla por la inicializacion
dephia0

Si NO

> X[i-2]<=ty t<=x]i]

phili]=(t-x[i-2])* (t-x[i-11)/((x[1]-x[i-2])* (x[i]-x[i-1]))

phi[i]=(t-x[i+2])*(t-x[i+1])/((x[1]-x[i+2])*(x[i]-x[i+1]))

S Finalmente calculamos U, el resultado
- *-
U=U+phili]*fi] | de la interpolacion




