INTERPOLACION DE LAGRANGE POR APLICACION DE LA DEFINICION

La interpolacion polindmica de Lagrange nos sirve para estimar el valor de una funcion
desconocida en un punto cualquiera, conociendo un conjunto de determinados puntos, a
los que llamaremos xi (soporte) y los valores conocidos de la funcién, fi, en cada uno de
esos puntos. Para ello, debemos obtener polinomios, tantos como puntos de soporte haya
y de grado menor o igual a n-1, siendo n el numero de puntos de soporte

Este primer método se basa en la aplicacion de la definicion de interpolacion mediante la
resolucion de un sistema y es posible realizar un algoritmo que nos permita obtener la
matriz de los coeficientes.

Desarrollando el sistema:
i aq + a»xq + a3x12 + -+ anxln_l = f1

aq + arX, + a3x22 + -+ anxzn_l = fz

a, + ayx, + azx,? + -+ ax," 1= f,

Podemos expresarlo en forma de ecuacion matricial, AX = f, donde X son nuestras
incognitas (es decir, los términos ai, que no calcularemos) y A es la matriz de los
coeficientes, que obtenemos a partir de los puntos del soporte X; (importante no confundir
los términos Xx;, que son los puntos del soporte conocidos, con los elementos de la matriz
A, que son las incognitas).

La matriz A queda:

1 x x2 .. x"?
A1 % X2 x," 1
1 x, x,°2 .. x,"1
y por otro lado,
a1 fi
X = a2 yf = f2
an fn

Es evidente que para el algoritmo de la matriz A tendremos que usar dos bucles, en ambos
casos variando desde 1 hasta n. Es muy facil ver que cada elemento de A se puede obtener
como 4; ; = x;/~* (algoritmo en la siguiente pagina)



Puesto que hay dos subindices,
tendremos que crear dos bucles,
uno para iy otro para j, ambos
desde 1 hastan

x es el vector que contiene los
puntos del soporte, y n el nlimero

Al (1) <

Aplicamos la férmula general que
hemos obtenido previamente con
el desarrollo de la matriz

Si quisiéramos obtener los valores de X (las incognitas), deberiamos resolver el sistema
a mano (por Gauss preferiblemente) o bien, en R, utilizando el comando “solve”.




INTERPOLACION DE LAGRANGE MEDIANTE POLINOMIOS DE BASE

Se trabaja con la siguiente expresion para obtener el polinomio interpolador a partir de los
polinomios de base:

n
p() = ) fili)
i=1
Las funciones de base L;(x) son polinomios del mismo grado que el polinomio buscado p(Xx).
En x;, el polinomio de base vale 1, mientras que en los demés puntos del soporte vale 0.
p(x1) = fili(x1) + folo(xq) + -+ foln(x1) = f
CALCULO DE LOS POLINOMIOS DE BASE

Suponemos un soporte general de n puntos; se obtendran n polinomios de base:

(o — 1) (x — x3) ... (ox — xp,)
(; — x1) (x; — x2) o (3, — xp)

Li(x) =

Para obtener una formula mas general, lo escribimos como un productorio:

n

x—xj
ue =] [5=
14 )

j=1

Es importante que i # j porque si no el denominador seria 0
Ejemplo con tres puntos de soporte

Para aclarar el concepto, utilizaremos un soporte de tres puntos {x,, x,, x5 }en los que se conoce
el valor de la funcion {f,, f2, f3 }, por lo cual, obtendremos 3 polinomios de base.

(x —x3)(x — x3)

b () = (g — x2) (g — x3)
_ (x — x1)(x — x3)

L) = (22 — x1) (2 — x3)

Ls(x) = (x —x)(x —x3)

(x3 — x1)(x3 — x3)

Obtenemos el polinomio interpolador realizando la suma de los productos entre los polinomios
de base y el valor de la funcion en ese punto:

P() = fili(X) + f2L(x) + f3L3(x) =

= f (x — x)(x — x3) (x — x1)(x — x3) (x —x1)(x — x3)
! (1 — x2) (g — x3) 2 (2 — x1) (X2 — x3) 3 (x3 —x1)(x3 — x3)

ALGORITMO PARA OBTENER EL POLINOMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE Y
LOS POLINOMIOS DE BASE



o P (el resultado de la interpolacion)
se obtiene como el sumatorio de los
productos del valor de la funcidén en

cada punto por el valor del
polinomio de base en dichos puntos

Los términos del vector (v se inicializa 2 0)
. F=0
que contiene el valor de los

polinomios de base
asociados a cada punto del
soporte deben micializarse
previamente a 1 (pues se

obtienen como un
productorio)

Calculamos el
polinomio de base
(por aplicacidén de la

formula) ol

Es necesario excluir
el caso en el que 1
es igual quej

LO]=L -] czli] =0)
[

Calculamos el |——P P=P+{Ti]*L[i]
resultado de la

interpolacion

EJERCICIO VISTO EN CLASE SOBRE POLINOMIOS DE BASE

Se conoce la temperatura de un liquido en ciertos instantes de tiempo. Se desea estimar la
temperatura en otro punto distinto (t); para ello:

a) Si los tiempos son {1,5,8} y las temperaturas T= {10, 20, 50}; estimar el valor de la
temperatura en t=2 mediante interpolacién de Lagrange con polinomios de base.

(x—x)(x—x3) (x—=5x—-8) (x-5x-8)

L) = TG —x) A-5A -8  28
L) = (x —x1)(x — x3) =(96—1)(96—8)=(Jc—1)(x—8)
2 (2 —x)(xz —x3)  (5-1)(5-8) -12
LiGe) = (x—x)x—x) _(x-DEx-5 _(x-DE-5)
3 (x3 —x)(x3 —x3)  (8—1)(8—05) 21

p(x) = TyL; (x) + T Ly (x) + T3L3(x)
_qa& =5k -8) x-Dx-8) x-Dkx-5)
] 10( o) +<2;2 ) +)50 L
—3)(—6 1)(=6 1)(=3) 180 120 150 65
S0 00— =t T Ty




9,29°C es la temperatura estimada en t=2
b) Estimar la temperatura en t=2 sabiendo que:

Tiempo 1 5 8 14
Temperatura 10 20 50 -12
Obtener el polinomio interpolador mediante funciones de base, representar las funciones y
estimar en t=2 y t=10

p(x) = TyLy(x) + T Ly (x) + T3L3(x) + TyLy(x)
(x—x)(x—x3)(x—x4)  (x—5)(x—-8)(x—-14) (x—5)(x—8)(x—14)

B A | AT | oy R i T T ) B 364
‘ 1 2 3 4 5 [) 7 8

Lo = (x —2x1)(x — x3)(x — x4) _ (x =D —8)(x —14) _ (x =D —-8)(x—14)

2 (2, — x1) (rp — x3) (%2 — x4) D (=3)(-9) 108
L) = r—x)—2) G —xg) _ (x—DE—5) —14)  (x — D(x —5)(x — 14)

3 (x3 — x1) (x3 — x2) (3 — X4) (1 (3)(—6) -126

Lo(x) = r-x)x—2)x—x3)  G-DE-5E-8 &-DE-5K-38)

* (g — x1) (g — x2) (x4 — x3) (13)(9)(6) 702
(x—5x—-8)(x—14) (x—1D(x—-8)(x—14) (x—1D(x—=5(x—-14)
p(x) =10 1 + 20 08 + 150 76

(x—Dx—-5)(x—8)
- 12 702




2160 1440 1800 216

_ _ — o
P(2) = 3ex * Tog T Tiz6 70z - H67%C
(2400 1440 9000 1080 . ...
PRe) =364~ 108 " 126 702 >7°Y



INTERPOLACION DE LAGRANGE MEDIANTE DIFERENCIAS
DIVIDIDAS

Férmulas de diferencias divididas de distinto orden
-Diferencia dividida de orden 0 de fen x;
f[x1] = f(x1)

N

-Diferencia dividida de orden 1 de f con soporte {x;, x, }
_fh-h

X1,Xo| =
f[l! 2] Xy — X,

-Diferencia dividida de orden 2 de f con soporte {x;,x,, x5 }

flx1,x2] = flxz, x5]

X3 — X1

flx1,%2,x3] =

fi fa f(x)

X1 X2 X3

En general:
Diferencia dividida de orden i de f con soporte {x;,x,, x3, ..., Xi11 }

flx1, %2, s Xi] = fX2, X3, s Xiga ]

flxg,x2, 0, Xi41] =

Xi+1 — X1
Tabla de diferencias divididas
X1 f flx1, %] flx1,x2, %3] flx1, %2, 3, %4]
X2 f2 flxz,x5] flx2,x3,x4]
X3 f3 flxz, x4]

X4 fa



Algoritmo para la tabla de diferencias divididas

Vamos a construir la tabla de diferencias divididas como una matriz; para ello, tenemos que
tener en cuenta las siguientes expresiones:

Ail :]Cl izl,...,n

A= Ajy1,j-1—Ajj-1
iy = .. .

Xitj-1—%Xj

J=2,...,n: nimero de columnas, empieza en 2 porque la columna uno ya esta definida
anteriormente

i=1, ..., n-j+1: para las filas
A;i1qj-1- elemento de la fila siguiente y columna anterior
A; j—,: elemento de la misma fila y columna anterior

xi4j—1- fila+columna-1

o Es importante inicializar la matriz a
0 para que las posiciones cuyo valor
" no se calcula en las diferencias
Empezamos definiendo la primera divididas queden como 0
columna como los elementos del

vector f, que contiene el valor de la A=
funecion en los puntos del soporte

-+

*‘7 Puesto que el valor de 1 depende del
valor de j, tenemos que anidar los

o AL bucles, y porer primero el dej (que
es el independiente)

Creamos dos bucles, uno para las N\

filas y otro para las columnas. El =2 ‘24—

bucle de las columnas empieza en 2,

pues la primera columna ya esta
Calculamos los elementos

AfLJ=(ALH 1AL 1Dl 1=lDel | | |  delatabla (como lo
hariamos a mano)

0

FORMULA DE NEWTON

A partir de la tabla de diferencias divididas, se puede obtener el polinomio interpolador por la
férmula de Newton.



p(x) = fi + flxg, %210 — x1) + flxg, x2, 23] (x — x0) (x — x3)
+ flx1,x2, %3, 4] (c — x1) (x — x3) (x — x3) + -+
+ flxn, X2, e X0 (0 — x) (X — 2x2) o (X — Xpp—1)

Obtenemos la siguiente formula, mas simplificada:

n i-1
p(x) =fi+ Z(f[xl'xz' s X H(x - xj))
i=2 j=1

f[1] debe ponerse fuera del sumatorio (porque en caso contrario sumariamos varias veces el valor de f[1])

Algoritmo para la formula de Newton

Empezamos inicializando el valor
interpolado P a 0 (antes de su M
correspondiente bucle), pues se

obtiene como un sumatorio

Inicializamos F (que serd el

— | , P resultado del productorio) a 1,
antes de su correspondiente bucle

Creamos los dos bucles,
correspondientes al
sumatorio y al productorio _
F=l 4

Escribimos la expresion del = F=F*(t-=[j])
sumatorio y del productorio I

I

pP=PHA[1i]*F
l
I
P=P+fll] «—]— | Alresultado de la interpolacion le

sumamos el valor de f[1], que hemos

- sacado del sumatorio

EJERCICIO VISTO EN CLASE SOBRE DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Realizar la tabla de diferencias divididas con los siguientes datos de tiempo y temperaturas:

Tiempo 1 5 8 14
Temperatura 10 20 50 -12




R 1 S
5 “ fI581=10  crogqg = 2%
27
i > fl314] = =
14 12

*Aclaracion sobre los calculos de diferencias divididas:

[15]_20—10_10_5
S =——9=7=3

59y = 50=20_30_
f58] = —- =2 =
f[814]_—12—50_—62_—31

14-8 6 3
f15,8] — f[1,5] 10—%_15

fss =2t o 2=

f18,14] — f[5,8] —T31_ 10 —61

flssag =tm IS 3 2

—61 15

6
£11,5,8,14] = f15814]-f11,58] _ 27 14 _ ~0,26
14-1 13




