Resolucion de ejercicios del primer parcial: Segundo Ejercicio
(Interpolacion)

Enunciado

Pregunta 2

Un laboratorio farmacéutico estd estudiando los efectos de un medicamento en el cuerpo humano a lo largo
del tiempo. Para ello, se ha medido la concentracién del medicamento en sangre (en mg/L) en diferentes
momentos después de su administracion inicial a 50 pacientes diferentes. Ademas, se ha monitorizado el
nimero de latidos por minuto (frecuencia cardiaca) de estos mismos sujetos.

En promedio, para todos los individuos, se han obtenido los siguientes datos:

Tiempo (horas) 0 1 3 4
Concentracion (mg/L) 50 35 20 5
Frecuencia cardiaca (lpm) 78 76 75 76

a) Encuentra el polinomio interpolador de Lagrange que describe la concentracién del medicamento en
funcion del tiempo usando la tabla de diferencias divididas de Newton.

b) Encuentra el polinomio interpolador de Lagrange para la frecuencia cardiaca (puedes emplear el
método que consideres conveniente).

c) Utiliza el polinomio interpolador para estimar la concentracién del medicamento a las 2 horas.

d) Aporta una aproximacion de la concentracion del medicamento en sangre para un instante en el que,
en promedio, se han obtenido 77 pulsaciones por minuto entre los individuos involucrados en el
experimento.

Este segundo ejercicio contaba 5 puntos sobre 10

Para resolver este ejercicio, es importante comprender la teoria de interpolacién y de
diferencias divididas. Aunque esté permitida una chuleta, si no se sabe lo que se esta
haciendo, es muy facil cometer errores. Ademas, hay que tener mucho cuidado a la hora
de calcular, ya que un fallo a la hora de, por ejemplo, multiplicar, puede llevar a que un
apartado entero esté mal.

Apartado a)

Los soportes son los datos del tiempo (horas) que nos dan. En este caso, s¢,=0, s1=1, $,=3,
Ss=4

En este primer apartado nos piden que describamos la concentracion, asi que f[s;] son los
datos de la concentraciéon que nos dan: f[s¢]=50, f[s1]=35, f[ s2]=20, f[s3]=5.

Primero, comenzamos con la definicién de diferencias divididas:

f['le Sz Y 5r1] - f[sﬂl 51, Sz Sl‘l—l]
Sn — So

fls0, 51, 82, *, Spl =

Teniendo esto claroy conociendo cuales son los datos que debemos usar, creamos la tabla
de diferencias divididas:



sa=0 | F[0] =50 fl0.1] = —15 f10,1,3] = 25 £10,1,3,4] = —1.25
5, = fI1] =35 fl13] = —75 fl134] = —25

5, =3 fI3] = 20 fl3.4] = —15

s.—4 | fl4] =5

Es importante hacer los calculos de la tabla bien, siguiendo el orden a la hora de calcularla,
como se muestra a continuacién:

j=0 j=1 j=2 j=3 j=4
So  fIsol _'f[30;51]Z fls0, 51,821 —% f[S0, S1, 52, S5] [S0,51,52,83,84] 1=
s1 fls4] /f[31-52] fls1,52,53] fls1,52,53,54] 0 =1
sy fls2] 'f[52a53]/‘5 fls2,53,54] 0 0 [ =
sz flssl 71‘[53,34] 0 0 0 i=3
Sa  f1S4] 0 0 0 0 i =

Una vez tenemos la tabla de diferencias divididas, solo quedaria calcular el polinomio
interpolador. En este caso seria un polinomio de grado 3, asi que la férmula que le
corresponde es la siguiente:

El polinomio interpolador correspondiente a estas cuatro muestras sera:
Peonc(X) = flso] + fls0, 51]1(x — 50) + fl50, 51, 521(x — 55) (x — 51) + f 50, 51, 52, 53] (x — 5¢) (x — 51)(x — 52)
Sustituyendo los valores obtenidos
Peone(x) =50 —15x + 25x(x— 1) —1.25x(x — 1(x — 3)
Que en forma candnica es:

5x* 15x* 85x .
pmnc{x}:—T+ 3 —T-I-.JU

Apartado b)
Lo que se nos pide en el apartado b es similar al a, solo que con otros datos.

Los soportes son los datos del tiempo (horas) que nos dan. Esto no cambia. Siguen siendo
S0=0, s1=1, $,=3, s3=4.

En este segundo apartado nos piden que describamos la frecuencia cardiaca, asi que f[si]
son los datos de la frecuencia que nos dan: f[s]=78, f[s1]=76, f[ s2]=75, f[s3]=76 .

La resoluciéon del profesor esta realizada en los tres métodos de interpolacién que
conocemos, asi que vamos a mostrar los tres. Personalmente, desde el grupo
recomendamos la resolucion por Newton, ya que es la mas practica. Aunque sea, quizas,
a la que mas cuesta acostumbrarse, es sin duda la mas beneficiosa, ya que al tener que
hacer la tabla de diferencias divididas se esclarecen mucho las operaciones y hay menos
rango de error.



Resolucion por sistema de ecuaciones:

A partir de los cuatro puntos ancla proporcionados, el polinomio interpolador se corresponde con un
polinomio de grado 3 de la forma:

Prac(X) = ag + ayx + ax? + azx®

Para determinar los coeficientes ay, a,, a, ¥ as, planteamos el siguiente sistema de ecuaciones usando los
puntos (0,78), (1,76), (3,75), (4,76):

(50)° so (s0)® (s0)*I[ao] [f(sa) 10 0 07][a] [78
(50)° s (50)* GO?*||an| _|f(s0) 1 1 1 1)@ _|76
(52)° sz (s2)? (s)3|]|22| ™ [f(s2) 1 3 9 27||az| |75
)0 55 (502 (s M) Lfcsy) 1 4 27 64l las]l 176

De la primera ecuacién se deduce que a, = 78. Sustituyendo este valor en las tres ecuaciones restantes:

a,+a, +a;=-2 5 1
3a, +9a, + 27a; = -3 a, = 3 a; = 3 a; =0
4a, + 16a, + 64a; = -2

Por lo tanto, el polinomio interpolador es:

2

x Sx
p]at(x) = ?_ —+78

2

De nuevo, la maxima complicaciéon que tiene este apartado es hacer bien los calculos, ya
que al tener una chuleta y entender bien qué datos estamos usando, el planteamiento es
sencillo. Simplemente hay que rellenar esa matriz con los datos del soporte y f[si],
realizarla, y luego resolver el sistema de ecuaciones para obtener todos los a necesarios.

Resolucion por la base de Lagrange:

El polinomio interpolador py,,(x) también puede expresarse mediante la base de Lagrange:

n
B . ! _ X=X
px) = Z.;f(st)lﬂ(x) sendo L0 =| |3=
o=jsn
j=i
Primero calculamos los polinomios que forman la base:
_ GmDE-HE -y 2 2t 19x
LM =" 00— 0-a" 12" 3 12"
L _ xx=3H-4 2 Ix? 5
=G a-na-n-"6 6 T
L B x(x-Dx-4)  x* 5x* 2x
= -EonG-DE-9H 6 6 3
L) x(x—-1(x-3) x* x? N x

T@-0@-1D@-3) 12 3 %

Y, mediante la definicién del polinomio interpolador:

P @) = ) F(s0LiCx) =

_ s x3+2x2 19x+1 Y76 x3 7x2+2 75 x* 5x% 2x 76 x* x? x
=ty T A U T 12 3%

x® bx
Prac(x) = TRl + 78



Resolucion por el método de diferencias divididas (Newton):

Construimos la tabla de diferencias divididas para los puntos:

s,=0 | f[0] =78 fl01] = -2 £10,1,3] = 0.5 £0,1,34] =0

s =1 fI1] =76 fI1,3] = —0.5 f[1,3,4] = 05

s,=3 | f[3]1=75 f[34] =1

s;=4 | f[4]=76
Una vez disponemos de la tabla de diferencias divididas, procedemos a calcular el polinomio interpolador del
mismo modo que en el primer apartado:

Prac (@) = f[0] + £[0,1](x — 0) + f[0,1,3](x — O)(x — 1) + f[0,1.3,4](x — 0)(x — D) (x — 3) =
x(x—1)

=78-2(x—0)+05x—-0)(x—1D)+0(x—-0)(x—1)(x—3)=

—2x+78

2

(x) z +78
X)=———
Plat 2 2

Todos los métodos evaluados producen el mismo polinomio, cumpliendose el teorema de unicidad del
polinomio interpolador.

Como se indica en la resolucion, todos los métodos dan el mismo resultado. Al final
depende de cada uno elegir qué método quiere usar, aquel que le resulte mas sencillo o
practico.

Apartado c)

Nos pide que usemos el polinomio interpolador para calcular la concentracion de
medicamento a las 2 horas. Debemos usar el polinomio obtenido en el apartado a, el cual
analizaba la concentracion en funcién del tiempo, y sustituir la x por 2. La complicacién
de este apartado reside solamente en realizar los calculos correctamente.

iCuidado! Si has calculado mal el polinomio en el apartado a, probablemente no tengas
todos los puntos correspondientes a este apartado, ya que, aunque hagas bien el calculo
aqui, el resultado es erréneo. jPor ello es importante revisar los calculos!

El resultado de este apartado es:

pcnnc(z) = 27.5 mg/L

Apartado d)

Este apartado es similar al ¢, ya que debemos usar los polinomios en un caso especifico,
pero tiene un grado mas de complicacion.

Nos pide que encontremos la concentracidon para un promedio de 77 pulsaciones por
minuto. Lo que debemos hacer es igualar el polinomio del apartado b a 77, para descubrir
en qué tiempo (x) nos dan 77 pulsaciones.

Una vez tengamos la x, la sustituimos en el polinomio del apartado a, igual que en el
apartado c. De la misma forma, es importante no cometer fallos de calculo, al igual que es
muy importante saber analizar los resultados que me salen para la x para saber cual debo
usar.



Primero, determinamos el tiempo en el que la frecuencia cardiaca promedio es de 77 pulsaciones por minuto
partiendo del polinomio interpolador de los latidos:

Pac()=77=5-2478 > x*—5r+2=0

5+y25—42 5417
2 Tz

Las dos posibles soluciones a este problema son x = 2 x =4.561yx, = 0439

Dado que el intervalo de validez del polinomio interpolador es[0,4], 1a solucién valida es x, = 0.439.

Evaluamos la concentracién del medicamento en sangre para ese instante temporal mediante el polinomio
interpolador calculado en el apartado a):

Peonc(0.439) = 42.0109 mg/L

Presta atencién al analisis de qué x escoger como solucién. El rango de elementos del
soporte, como indica, es [0,4]. Esto quiere decir que la hora mas grande analizada son 4
horas. Por ello, el resultado de x=4,561 no nos valdria, ya que se sale del rango establecido.



ProgramaenR

El programaen R de este ejercicio, resuelto por diferencias divididas, se veria de la siguiente
manera. Necesitariamos diferentes funciones que vienen a continuacion.

Funciones:

4 fommmmmm e FUNCIONES
5+ diferencias_divididas <- function(x, y) {
6 n <- length(x) - 1

7

8 # Inicializar la matriz para almacenar las diferencias divididas
9 tabla < matrix(0, nrow = n + 1, ncol = n + 1)
10

11 # La primera columna son los valores de y

12 tablal, 1] <- vy

13

14 # Calcular las diferencias divididas

15~ for (7 in 2:(n + 1)) {

16 - for (i inl:(n+ 2 - 3)) {

17 tablali, jl < (tablali + 1, j - 11 - tablali, j - 11) / (x[i + j - 11 - x[i1)
18 - ¥

19 - }

20

21 # Nombrar las filas y columnas

22 rownames (tabla) <- x

23 colnames (tabla) <- paste0("Orden ", 0:n)

24

25 return(tabla)

26~ }

27

28 - polinomio_newton <- function(tabla_dif_div, x_orig, x_eval) {
29 n < ncol(tabla_dif_div) - 1

30 coef <- as.numeric(tabla_dif_div[1, 1)

31

32- p < function(x) {

33 resultado <- coef[1]

34 producto <- 1

35~ for (i in 2:(n + 1)) {

36 producto <- producto * (x - x_orig[i - 1])
37 resultado <- resultado + coef[i] * producto
38 - ¥

39 return(resultado)

40 - ¥

41

42 return(sapply(x_eval, pJ))

A2. 01

46 - polinomio_newton_sin_funcion_interna <- function(tabla_dif_div, x_orig, x_eval) {
47 n <- ncol(tabla_dif_div) - 1
48 coef <- tabla_dif_div[1l, ]

49

50 # Inicializar un vector para almacenar los resultados
51 resultados <- numeric(length(x_eval))

52

53~ for (k in seq_along(x_eval)) {

54 x <- x_eval[k]

55 resultado <- coef[1] # Término constante
56~ for (i in 1:n) {

57 producto <- 1

58 - for (§ in 1:9) {

59 producto <- producto * (x - x_origl[jl)

60 - 3

61 resultado <- resultado + coef[i + 1] * producto
62 - H

63 resultados[k] <- resultado

64 - H

65 return(resultados)

66+ 1

67 polinomio_newton_con_funcion_interna <- function(
68 tabla_dif_div,

69 x_orig,

70 x_eval)

71- {

72 n <- ncol(tabla_dif_div) - 1

73 coef <- as.numeric(tabla_dif_div[1, )

74

75~ p < function(x) {

76 resultado <- coef[1]

77 - for (i in 1:n) {

78 producto <- 1

79~ for (j in 1:4) {

80 producto <- producto * (x - x_orig[jl)
81- 3

82 resultado <- resultado + coef[i + 1] * producto
83 ¥

84 return(resultado)

85. 1



1~ dibujar_canonicos <- function(x_orig, coeficientes) {

2 # Crear una funcién para el polinomio
3~ polinomio <- function(x) {
4 suma <- 0
5~ for (i in 1:length(coeficientes)) {
6 suma <- suma + coeficientes[i] * xA(i-1)
7 }
8 return(suma)
- 1

# Determinar el rango para x
x_min <- min(x_orig)

X_max <- max(x_orig)

rango <- x_max - x_min

# Crear un vector de valores x para una curva suave
x < seq(x_min - 0.1%rango, x_max + 0.1*rango, length.out = 1000)

# Calcular los valores y correspondientes
y <- sapply(x, polinomio)

# Crear la grafica
plot(x, y, type = "1", col = "[E",
main = "Grafica del Polinomio Candnico",

xlab = "x", ylab = "y",
xTim = c(min(x), max(x)), ylim = range(y))

# Afadir puntos para el soporte original
points(x_orig, sapply(x_orig, polinomio), col = "', pch = 19)

»
C]

- polinomio_newton_canonico <- function(tabla_dif_div, x_orig) {
# Determinar el grado del polinomio
n <- length(tabla_dif_div[1, 1D - 1

# Extraer los coeficientes de Newton desde la primera fila de la tabla de diferencias divididas
coef_newton <- as.numeric(tabla_dif_div[1l, 1)

# Tnicializar el nolinomio con el término constante

TOWENOWVMAWNMHOOUONOWVMAWNFHFOOONOWMAWNEOW

(Top Level) + R Scrip
26
27 # Extraer los coeficientes de Newton desde la primera fila de la tabla de diferencias divididas
28 coef_newton <- as.numeric(tabla_dif_div[1, 1)
29
30 # Inicializar el polinomio con el término constante
31 pol <- c(coef_newton[1])
32
33 prod_pol <- 1
34
35 for (i in 2:(n+1))
36- |
37 prod_pol = c(0,prod_pol)-c(prod_pol,0)*x_orig[i-1]
38 pol=c(pol,0)+coef_newton[il*prod_pol
39~ ¥
40 # Imprimir la ecuacidén del polinomio
41 cat("Ecuacion del polinomio:\n")

42 cat("p(x) = ")
43+  for (i in 1:length(pol)) {

44 if (i = 1 && pol[i]=0) cat(" + ")

45 cat(sprintf("%.4f", pol[il))

46 if (i = 1) cat(sprintf("xa%d", i-1))
47+ }

48 cat("\n")

49

50

51 return(pol)

52~}



Apartados A,BY C

33

4 #—— APARTADO A

35 x <- (0, 1, 3, 4) # Valores de si

36 vy <- (50, 35, 20, 5) # valores de f[si]

37 tabla «<- diferencias_divididas(x, vy)

38  print(tabla)

39 x_eval <- c(0,1,3,4) # valores donde evaluar

30 y_eval <- polinomio_newton(tabla, x, x_eval)

51 coef_canonic <- polinomio_newton_canonico(tabla, x)
32  dibujar_canonicos (x, coef_canonic)

33

M #——— APARTADO B

35 x <- c(0, 1, 3, 4) # valores de si

6w v <- c(78, 76, 75, 76) # valores de f[si]

37 tabla <- diferencias_divididas(x, y)

38 print(tabla)

19 x_ eval <- c(0, 1, 3, 4) # valores donde evaluar
0 y_eval <- polinomio_newton(tabla, x, x_eval)

1 coef_canonic <- polinomio_newton_canonico(tabla, x)
72 dibujar_canonicos (x, coef_canonic)

B

M APARTADO C

5 ox<- (0, 1, 3, 4) # valores de si

& vy <- (50, 35, 20, 5) # valores de f[si]

77 tabla <- diferencias_divididas(x, y)

'8 print(tabla)

0 x_eval <- 2 #jAHORA QUIERO EVALUAR EN X=2!

30 y_eval <- polinomio_newton(tabla, x, x_eval)

31 print (y_eval)

32 #agui ya no me hace falta dibujar ni los coeficientes canénicos. Solo quiero evaluar
33 #el polinomio en x=2

5

jAtencion! Para el apartado d hacen falta algunas funciones que no hemos dado, ya que no
se puede despejar x de forma facil, por lo que no podriamos resolver el apartado en R. La
primera parte es la que no sabriamos hacer, pero la segunda parte seria igual que en el
apartado c.

Podras descargar un archivo de notas para hacer copiay pega en R.



