Grupo T10

FORMULAS TODO ALGORITMIA

Interpolacion
1.Sistemas de ecuaciones
2.Bases de Lagrange
3.Newton: Uso de diferencias divididas

Derivacion
1.Bases de Lagrange: Derivadas de los polinomios base para
aproximar derivadas de f(x)
2.Newton: Uso de diferencias divididas para calcular derivadas
aproximadas.
3.Método de coeficientes indeterminados: Para obtener los
coeficientes por medio de un sistema.

Integracion
1.Lagrange
2.Newton
3.Coeficientes indeterminados
4.Newton-Cotes

Interpolacion por tramos
1.Sistema de ecuaciones: Polinomios por segmentos con
condiciones de continuidad.
2.Newton: Polinomios por tramos usando diferencias divididas.
3.Bases de Lagrange: Polinomios por tramos mediante bases
especificas para cada intervalo.

Integracion por tramos



INTERPOLACION

1) SISTEMA DE ECUACIONES P(s) = ag + a18 +ays® + -+ - + a,s"

No es mas que resolver un sistema de ecuaciones que se puede
resolver  con la matriz inversa (no practico) o despejando
matematicamente (Gauss, sustitucion, etc).

e Cadasesunpuntode soporte.

e El polinomio es de grado n-1, siendo n el numero de puntos de

soporte. _ 5 - e - -
1 so sg ... sp| |ao Yo
I 2 e &
De forma genérica tenemos °1 8'1 8‘1 “ = .
la siguiente expresion: : :
11 s, 531 son 8ol 1@ | Yn |
2) BASES DE LAGRANGE
T
n r — S5
P(z) =) f(s:) - Li(x) i(2) 1_[152-—55;
i=1 J=
JFi

Este método no es mas que calcular tantos Li como puntos de soporte
te den y multiplicarlo por su respectivo punto, de la forma:

P(x) = f(s1) - Li(x) + f(s2) - L2(x) + f(s3) - L3(x)

3)NEWTON
P(.’L‘) = f[sﬂ] + f[sfl: 31]($ - 30) + f[SU: S1, 32](I — SU)(;I: - Sl) -+
+ f[80s 815+ 8n)(x — 80)(z — 81) ... (x — 8p_1)-

Este método es uno de los mas comodos para calcular el polinomio
interpolador pues es muy sistematico. Como se observa la formula sigue
un patron sencillo de entender, por lo que la unica complicacién que

podria haber es calcular las diferencias divididas, o cual resolvemos por
el método de la tabla



Tabla para calcular las diferencias divididas:
so  flsol 4”30-51]4 f[smspsz]lz f[s0,51,52, 53] [So, S1, 52, 53, S4]

fl51,52, 53] f151,52,53,54] 0

s1  flsi] 4.“51-52]

sy fls2l =% flsass]l=% f [52.53,54] 0 0

s3  flss] ;f[-?s;&]/ 0 0 0

Sy flsal 0 0 0
Donde,

f[S]_; 52;”'; S‘n] - f[SUJ 51: S2J”.J Sn—l]
Sn — So

flS0, 51,52, 5n] =

Ejemplo visto en clase:
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DERIVACION

1)BASESDELAGRANGE ~ [f'(z*) = P'(z*) = ) f(s;)Li(z").
=0

e El polinomio que creemos sera especifico para un punto x* y el
resultado final serda un numero.

1.Calculamos Li con la misma férmula que en interpolacion
2.Derivamos el resultado tantas veces como nos pida el ejercicio (1,

2,...k)
3.Valoramos el polinomio derivado en el punto x*

4.Usamos la misma expresioén, pero usando la derivada:
P'(z) = f(so)Lo(z) + f(s1)Li(z) + f(s2)La(z)
Pd: Li'(x*) también se puede expresar como Ci, pero es exactamente lo

mismo.

2) METODO DE NEWTON
Este método es tan sencillo como:

1. Calcular polinomio interpolador

2.Derivarlo
3.Valorar el punto en el polinomio derivado, lo que no da un numero

concreto
e 0JO: si obtengo un polinomio de grado 1, podre hacer la primera

derivada; para un polinomio de grado 2, la primeray la segunda, etc.

3) Método de los coeficientes indeterminados

[ 1 1 1 1 Co 0
By 6, 02 .. On € 0
65t okt ok ek fek-a]| | 0 |1 "
os of o5 . et| |a |T|w |E SEEIFYa fe0
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Este caso calculamos las Ci con un sistema, para después introducirlas
enlaférmula de la derecha.

Dado unos puntos de soporte SO, S1, S2, S3y el grado de la derivada k=1
1. Expresamos el soporte de la forma Si =x*+ h x Oi, donde:
o x*eselpuntoavalorar
o Siesun punto de soporte
o heslalongitud caracteristica
o 0i son los valores es el valor que se multiplica por h paray se
suma al punto a valorar para dar el valor del punto de soporte
escogido. Con este ejemplo se ve mas claro:

2. Resolviendo matematicamente, obtenemos CO, C1, C2y C3.
e NOTA: Este método es util en R, pero en el examen escrito resulta
demasiado complejo resolver un sistema de ecuaciones o realizar la
matriz inversa cuando hay mas de 3 puntos de soporte.



INTEGRACION

1) INTEGRANDO EL POLINOMIO INTERPOLADOR
o LAGRANGE:
o Como siempre, este método sigue la misma formula, siendo en
este caso Cj laintegral del polinomio Li.

Si conocemos el polinomio interpolador de f(x):

fbf(x) dx ~ ijbf(si') Lj(x) dx =if(s{-) IbLj(x)dx
¢ j=0"1% =0 a

=

no depende de x

Por lo tanto: Siendo los coeficientes Cj
b n b
f(x)dx*Zc-- Sj ) .
L A f(s) Cj a L; (x)dx
e NEWTON:

o Este método no es mas que calcular el polinomio interpolador
mediante la tablay después integrarlo en el intervalo pedido.

2) A PARTIR DE LA FORMULA DE CUADRATURA
e NOTA: Si quiere saberse el fundamento teorico de la formula véase
el recurso “Teoria Integracion”

1. COEFICIENTES INDETERMINADOS:
o Calculamos los coeficientes indeterminados Cj para usarlos en la
misma formula que con Lagrange. En la matriz, n es el numero de

puntos de soportey kel grado s 1<+ 1), dependientedetas (4 1)
. . posiciones del soporte coafiantas
del polinomio que calculamos. - 5 s N b-a
sy . (b% —a?)
o NOTA: util para R, pero D e s
. . So 51 Sy S 1 '
demasiado complejo para P : : (b* —ak)/
. s[’]‘“ S{(_l Sg_l s,’{_l Cr—1 k
un examen escrito. S B e —a"“)/
shktl gk+1 okt1 ks | k+1
u_ 1. z. n k<+l (bk+2 _ ak+2)/
: 0 . ' E H k 2
g s o2 - ostllel ;T
(bn+1 _ au+1)/ !
L n+ 14




2. NEWTON-COTES
o Cerrado: Incluye los puntos de los extremosayb

n
J:f(x)dx zb;aZajf(sj) si=a+jh Vj=0..n h=b;a
j=0
I I T
i [ S | Trapecio
2 1 4 1 Simpson
21 3 3 1 8 Regla del 3/8
a8 |4 32 12 32 7 90 Milne
5 1975 50 50 5 18 288
6 41 216 27 272 27 216 41 840 Weddle

Si multiplicamos alpha por la distancia entre a y b y dividimos esto entre D,
obtendremos el coeficiente interpolador que corresponde a dicho alpha.

o Abierto: No incluye los extremosayb

b b—an : ) b—a
J'f(x)dszZajf(sj) si=a+jhVvj=1.n+1 h=
a =0

Punto medio
[ 2
2 |2 =L 2 3
3 (L 1 a4 24
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INTERPOLACION POR TRAMOS

Al interpolar por tramos lo que estamos haciendo es reducir el reducir el
fendmeno de Runge. Esto se consigue tan facilmente como dividiendo
los puntos de soporte en intervalos (con al menos 2 puntos de soporte
cada uno), es decir, generamos un polinomio pi(x) por intervalo

[Si, S1+m]y luego los unimos en una funcién v (x).

1) SISTEMA DE ECUACIONES

Partiendo de que en el enunciado del ejercicio nos dan cuantos puntos

pertenecen a cada polinomio, usamos el primer método utilizado en este

recurso para formar cada polinomio.

Enlaformula, nrepresenta numero de soporte en el intervalo m.

e 0J0O: Dos puntos no pueden pertenecer al mismo polinomio aunque

lo usemos para calcularlos, por es importante poner bien los signos
<y <=, asicomo indicar 0 en el resto.

at + aPx + alPx2 + - + aVxm si sé” <x<st
(2) +a@x + aPx? 4 ot aPgna 5D < x < 5O
v(x) = <
(m) + aim)x + a(zm)xz g oo af,f:l}x“m si sém) <x = s,ﬁ?
\ 0 en el resto
2) NEWTON

Estamos en un caso similar al anterior, calculamos cada polinomio, esta
vez con el el método de Newton (tabla de diferencias divididas), y
después los incorporamos en una funcion v (x).

/——f J indexa el intervalo |
ny
v (x) = f [s{ﬁ”] n Z f [s"’”, O n] H m
k=1
k indexa las muestras | g

del intervalo

k=0 k=1 k=2 o
M.. D ... O R I I o I L e
f[ " S ] f [S P ] ?.n ) :ﬂ .:JJ O, 50D (D s i
U N S(J)] - O O] 2] e | -
0 %1 0 ’E;) —_ c(.ﬂ O f[s9] f[s2s?] 0 0 i

£ f[si”[ 1] [i] 0 =

=
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3) Bases de Lagrange

Obteniendo los polinomios que forman v(x) obtenemos la base general:
v = ) ) i)
=0

Partimos todo el tramo que hay que interpolar en trozos, en los que cada uno
tendra su base ¢, que siempre son n-1(siendo n el numero de puntos de soporte).
La manera de calcular la base depende de la posicion de cada muestra, siendo:

I Jj+1
muestra inicial: s[ ) muestra de enlace: s,'[l ) = sé )
@0 = (ph) _ l m(x) si s(” <x< 5(1) Lsf}(x) si 5{5” <x< S}U]
0 en el resto _ ) _ (1) _ ; .
Q=0 =0 =IUYE)  si sV <x< s,[l”'”
0 en el resto

muestra dentro del intervalo j

(no es de enlace: s“} conk # n;yk #0) muestra final: s,= STE"']
(N () () :
0, = {pm - [L (x) sisy <x<sy 5. qpﬂ"” LE:::IJ (x) si Sém} & e STE::)
0 enelresto " 0  enelresto

e Primera muestra: calculando LO con la formula normal de las bases de
Lagrange (segun cuantos puntos de soporte tenga el intervalo variara la
ecuacion): Lo(z) = -85 z-5 x5

TS -8 Sy S Sy S

e Muestra dentro del intervalo j: calcularemos Ln (x), que dependera del nimero
de muestra que hayamos cogido. Por ejemplo, si es la s1, se calcularia asi:
r—S -8 -8

Liz) = . .
R

e Muestra de enlace: de esta muestra obtendremos dos polinomios
interpoladores, una perteneciente al primer intervalo y el otro perteneciente
al siguiente intervalo. EI primer polinomio lo formaremos medlante L“,( x),
polinomio de Lagrange asociado al tramo j en el intervalo (s, s3] . E| segundo
polinomio lo formaremos mediante L; U () | polinomio de Lagrange asociado

+1) _(G+1)
al tramojen el intervalo [sg 51 ).

. . ¢ (m)
e Muestra final: en este caso en el intervalo (55" 5] el polinomio interpolador
se calcula mediante L") (z).



INTEGRACION POR TRAMOS

La integraciéon por tramos se usa cuando un intervalo no se puede
integrar con una sola integrar, es decir, ese intervalo se divide en
diferentes partes mas pequenas que  son integradas
independientemente para luego juntarlos, obteniendo el valor total de Ia
integral del intervalo completo.

Si al hacer la particidn las fronteras de los intervalos coinciden sabemos
que:

b L S,E,j” m
f e ds= Z u)j flx)dx = Z C’?)f (SFE”)
a j:l SU _f=1 k=0
1) BASES DE LAGRANGE

La manera de integrar depende del tipo de intervalos y el numero de
valores que tenga el intervalo.
e Numero de intervalos:
o Unintervalo:

J.bf(x) dx ~ prn(x) dx = Zn:f(si} bek(x) dx = z": ¢ - f(s))
‘ “ k=0 a

k=0

o m intervalos de orden n;j:

e Numero de valores del intervalo:
o Dos valores:

(J) () () (J)
) _S1 —So ) _S1° — S
Cn = ' 2 Cl = >

FORMULA DEL TRAPECIO




o Tres valores e el intervalo |j:

0[P eraen [F L) ()0 )
& m(

N w _ (JJ) (s i _ (J’)) 3 (.S"gﬂ _ 51(1'])

(x- s (s - s2) ((sé,”) +S(”S§”+(s§ﬂ)2)

Dy i)
e = fs;ﬂ L () dx ‘f ) 5P —s0) (50 Szm)d" = 6(s? — ) (s - sP)
» O ( SO 4 (s9Y + 359 (59 — 5O )
ci”-fsz Lg}(Ide-j ( “)(xj ()) dx = (2) (02) U(z U)
KO 9)] (SJ' st j )(s j j ) 6(52" _511 )

m Tresvalores uniformemente distribuidos:
En este caso especial podemos aplicar la férmula de Simpson, que es la
siguiente:

RO (" -s") o2 (52" - ") ) — (52 - ")
o - 6 1 6 2 6
FORMULA DE SIMPSON

o De orden mayor:
m Soporte equiespaciado:
En este caso emplearemos el método de Newton-Cotes (intervalos
cerrados):

o NONNORE |
o f@dx = =% D f(sP)
So Dﬂj —
k=0
I S S ™
1 1 1 Trapecio
2 1 4 1 6 Simpson
3 1 3 3 1 8 Regla del 3/8
4 7 32 12 32 7 90 Milne
5 1975 50 50 75 19 288
6 41 216 27 272 27 216 41 840 Weddle

Cada intervalo lo haremos independientemente, usando los datos de la
tablay sustituyéndolos en la férmula.



m Soporte no equiespaciado:

En este otro caso emplearemos el método de los coeficientes
indeterminados:

L fGdx = iicf’f(s.&"b

j=1 k=0

Como siempre, debemos calcular los ck-s de cada intervalo, que lo
haremos mediante la siguiente matriz:

s — s
(-6
| 1 1 1 7 : _ 2

Sé,j) Sfﬂ Sé”

P P - : P ((S .))k —:(Séﬂ)k)/
(sgn)k 1 (sfﬂ]k 1 (s%’lj)k 1 (SFE?)R-I Ci}jl n i
F @F ) @) | 5] (@)
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